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Riassunto. Vengono esposti alcuni risultati su esistenza e regolarità nella classe 
delle funzioni lipschitziane per un problema del calcolo delle variazioni, dovuti a 
Ambrosio, Ascenzi, Buttazzo, Clarke e Loewen 


Abstract . We present some recent results on Lipschitz regularity and existence 
for a problem in the calculus of variations, obtained by Ambrosio, Ascenzi, Buttazzo, 
Clarke and Loewen 


89 


ALCUNI TIPI DI PROBLEMI DEL CALCOLO DELLE 
VARIAZIONI CON SOLUZIONI LIPSCHITZIANE 


ANGELO CAVALLUCCI 


Consideriamo il problema 


A(x) := JÈ L(t,2(t),+(t)) di — min 
x(.) e Wl (a,b; R°°), 
(P) r(a)=a, x(b)= 9, 
x(t) € C per a <t <b, 
s(t) e K q.d. 
Ci proponiamo di esporre alcuni risultati di regolarità e di esistenza nell’ambito 


delle funzioni lipschitziane, dovuti a Ambrosio, Ascenzi e Buttazzo [1], a Clarke [2] 
e a Clarke e Loewen [5]. In tutto il seguito la funzione L, del tipo 


[a,b] x C' x R" 3 (t,2,u) — L(t,2,u) € [0,+00], 
con C chiuso in R", sarà sempre convessa e inferiormente semicontinua (1.s.c.) 
rispetto alla variabile u. 


Avremo anche occasione di considerare la seguente condizione su L 


(H1) Esiste una funzione inferiormente limitata 9 : [0,-+00[— R tale che 


L(t,c,u) > 0(|u]) perognit,x,u, 


dn, +00 per 7 + +00. 


Ricordiamo alcune definizioni (cfr.[3],[6],[7]). Per la funzione 
fS:R° —>|]- 00, +00] 


poniamo 
domf = {x € R"| f(x) < +00}, 


se f é convessa e f(7) < +00 poniamo 


Of(c) = {pe R°IVye R° : f(4) > f(2)+p(y-2)}, 
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se f(x) < co e f é semicontinua inferiormente poniamo 


f(y) — f(x) - p(y- 2) 


> —00}, 
ref } 


o” f(x) = {p € R"|liminf 
yor 
se f é localmente lipschitziana poniamo 
df(x) = co{ lim Vf(z;)| lim x; = x} 
Poniamo anche per 1 < p < 00 
È 
WP(a,b;R")={[a,b)dt+ e+ f v(s) ds|c € R”, v € LP(a,b; R")} 


e indichiamo con Sol(P) l'insieme delle x(.) € W!(a, d; R") che risolvono il prob- 
lema (P). 
In [1] é provato il seguente 


TEOREMA 1. Supponiamo C = R" = K , L indipendente dat e boreliana. Sia 
z(.) e W!!:(a,b; R°) tale che, per qualche 6 > 0, 


de W!(a,b;R"), 6(0) =0 = d(1) 


16,13] < 6 = Az) < A(2+$). 


Allora si ha 
I) Se per quasi ogni t riesce 
s(t) e int(domL(z(t),.)), 
allora esistono c € Re p : [a,b] — R” misurabile tali che , per quasi ogni t, 
p(t) € duL(z(t), é(t)), 
c=L(z(t), 4(t)) — p(t)z(1). 
II) Se inoltre L verifica la condizione (H1) e la seguente 
Vr > 0,3M, > 0: sup{L(2, w)||e| < r, |u] < M,} < 00 


allora z(.) é lipschitziana. 


Questo risultato ha motivato il lavoro [4], nel quale viene utilizzato un nuovo 
metodo indiretto” per ottenere esistenza e regolarità per problemi di tipo (P). 

Supponiamo C chiuso e K = cono convesso chiuso in R° (con vertice in 0). 
Poniamo 


r={r(.) e W! (a,b; R")|r(a)=a, x(b) =, t(t) c K q.d.}, 


suponiamo che esista X(.) tale che 
E.) e FNWL®(a,b; R"), A(®) < 00 


e poniamo 
TE) = {r(.) e T [A(x) < A(2)}. 


Poniamo anche 


N'(r)=inf{L(t,2,u)—pulp e duL(t,2,u))a<t<b,r e C,ue K,|u|<r},r>0, 


\"(r) = sup{L(t,z,u)-pu|p e d,L(t,r,u),)a<t<b,r e C,ue K, |u|>r}, r>0, 


A", (s) = sup[{r > 0|A”(r) > s} U {0}], se R. 
Allora le funzioni A'(.), A(.), A” (.) sono monotone decrescenti e si ha 
Al (t) = +00 «> t< (00) 


Fra i risultati principali di [4] figura il seguente 


TEOREMA 2. Supponiamo L(t,.,.) inferiormente semicontinua e domL(t, x, .) 
aperto e non vuoto per ogni t,x,u. Supponiamo inoltre che L verifichi le condizioni 
(H2) e (H3) seguenti 


(H2) Se L(t,,u) < co, allora L(.,x, u) é lipschitziana e si ha, per certe costanti 
ua IDeL(t,2, u)| < KoL(t,2,w) + Ki 

per quasi ogni t. 

(H3) Esiste k > 0 tale che 

i) p({t € [a,b] |lz(t)| <K}) > 0, Vr(.) e M(2), 

ti) A"(00) + KoA(£)+ Ki(b— a). 


Allora si ha 
0# Sol(P) cW"°(a,b; R") 


e per ogni soluzione z(.) del problema (P) esistono c € R, p : [a,b] — R” misurabile 
e € € L!(a,b) tali che, per quasi ogni t, 


p(t) € duL(t,2(t), 5(t)), 
E(t) (Si (0L)(t, z(t), zi), 
L(t, 2(t), #(8)) — p(t)5(1) = c+ i £(3) ds, 


Izllo < AZ [A'(K) — Ko — Ki(b— a)] < co 
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Indichiamo alcuni esempi di applicazione del Teorema 2. 


E1) Supponiamo L continua e verificante tutte le ipotesi del Teorema 2 tranne 
(H3), che viene sostituita da (H1). Allora si pué supporre C compatto e si ha 


X"(00)= 00 <X(r), vr>0 
ed é verificata la condizione (H3) con K = A”. 


E2) L(x,u=g(x)V1+]|u|, cr eC,ue R° = K, 


con 0<m< g(.)l.s.c. e localmente limitata su C. 
Ancora si può supporre C compatto e K; = 0 e si ottiene 


m 


V1+k2 


E3) L(z,u)=e7%+u3+u1g(r1,72),r eC, K=[0,+00f7, 


A"(c0)=0< <N(k), Vk>0. 


con g continua, a=0,b=1, a= (0,0), 8 =(81,22), 


con GB; > 0. 
Allora si ha 
X"(c0) = 0, A'(K) > e F(1+k) — k? 


e la condizione i) di (H3) vale per ogni £ > f1 + £# abbastanza piccolo. 
E4) L(t,r,u)=@(t)V1+u?, 0<t<1,K=R, 
0<m< d(t) e $ di classe C* , a=0, b=1,a=0,8>0. 
Si verifica che il Teorema 2 é applicabile se 
max{|$(t)| |0 < # < 1} 


é abbastanza piccolo. 
Indichiamo i punti fondamentali della dimostrazione del Teorema 2, seguendo 


[4]. 
Poniamo 


O(t 
T ={@:[0,00[—[0, 00[|0 é di classe C", crescente, convessa, Jim uo. = +00} 


e ricordiamo ([2],Theor.10.3.i) che E C L'(a,b; R°) é debolmente relativamente 
compatto se e solo se esiste 0 € T tale che 


b 
su i 0(1F(t)|) di < co. 
SEE Ja 
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Se 0 € T, poniamo 
b 
Ao(x) = f o(|s(t)|) di. x(.) e WI (a,b; A"), 


Lo(£) = {z(.) € I2) |As(2) < 00}, 
Ve(a) = inf{A(x)|x(.) ET, Ag(z) <a}, aeR, 


con la convenzione: inf) = +00. 
Allora si ha quanto segue 


I) Vo é decrescente, semicontinua inferiormente e Ve(a) < co per ogni 
a>(b-a)0Io)=a. 


Se Ve(a) < co, allora si ha Ve(a) = minimo di A(£) . 
Questo si prova con i metodi classici del calcolo delle variazioni ([2],[3]). 


II) Esiste ao > @ tale che Va(ao) < 00 e 
9°Ve(a) C {0} per ogni a > av. 
Questo si ottiene dalla successiva Proposizione 1 utilizzando la condizione (H3). 
III) Si ha Ve(a) = Ve(a0) per a > ao. 
Questo segue da II) e dalla Propos.6.1 di [4] oppure da [6]. 
IV) Supposto Va(ao) = A(z0), Ag(z0) < 0, allora si ha 
A(z0) = min{A(x)| x(.) € T, Ag(£) < 00} 


e zo(.) € WL°(a,b; R"). 
Questo segue da III) e dalla Proposizione 1. 


V) Per ogni altra 9 € T si ha Aj(z0) <ooe 
A(z0) = min{A(x)|x(.) e, F;(1) < 00}. 
VI) Per ogni x(.) € I esiste 0, € T tale che Ag, (2) < 00 e quindi segue da Vv) 
A(x) > min{A(y) |y(.) € D, Ao, (y) < 00} = Alzo). 


Dunque 20(.) risolve il problema (P), é lipschitziana e dalla Proposizione 1 segue 
che verifica anche le altre condizioni richieste. 
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PROPOSIZIONE 1. Supponiamo L(t,.,.) boreliana per ogni t e supponiamo 
soddisfatta la condizione (H2). Sia 9 e T,r>0,6>Q0esia z(.) I tale che 
A(2) < co, Ag(z) < co, #(t) € int ( dom L(t,z(t),.)) per quasi ognit e 


min[A(x) + rAg(x) + o[Ae(r) — Ao(2)]? = A(2) + rAs(z) 
x(.) e TC, Ag(7) < 00, 
|Ag(x) — Ag(2)| < 6 


Allora esistono c € R e le funzioni €(.) € L*(a,b) e p(.) : [a,b] — R° misurabile 
tali che, per quasi ogni i, 


E(t) e (0:L)(t, 2(t), £(t)), 
p(t) € Ou L(t, 2(t), (1), 
L(t, 2(t), (4) — £()p(1) + r0(12(0)1) — riz@0)10(12(6)1) = c + J i £(s) ds 
Per la dimostrazione poniamo 
Li(t,,u) = L(t,2,u)+r0(|ul). 
Col cambiamento di variabile di integrazione 
t=4(7), con v: [a,b] => [a,b] 
crescente e lipschitziana si ha 
= [Mei f LUMIA 


Se x(4(7)) = 2(7) pera < #4 b , allora 


: 
Ye / LW@).z1), SÙ) dr. 


Possiamo ottenere una classe di funzioni w(.) come sopra ponendo 


W(T)=T+ a u(o) do 


con 


u(.) e L'(a,b), |u(0)| <e < 1, fuordo =0, e>0. 


Affinché la funzione 
(1) = (071), a<t<ò, 
sia ammissibile per il problema che figura nell’enunciato basta prendere u(.) tale 


che 
|u(t)] < vt) <e pera <t < ò, 


con 0 < 7(t) < €, Y(.) misurabile e tale che per quasi ogni # 


i(t) 

L(t,2(6),—) e R, 

lu<r0) > Iz(4)] eda 6 
Lite CRSNISLIZO ES 


Per tale funzione z(.) si ha 


Pa Li(t, 2(t), z(t)) dt = A(z) +rAo(2) < A(x) +rAg(2) +0 [As(x) — Ag(2)]? = 


b e 
=J Li (Me (9) EE + mar 
b ; b ni 
+o ( Preoa+)- f stm)dr) . 


Ne segue che la terna di funzioni 
(GG) = (SL O(1s(8))ds,t), a <t<8, 
ut) =0, a <t<b, 
é soluzione del problema di controllo 
0 (9(0) — Ao(2))? + f2 La(W(1), z(1), E=)(1 + u(t)) dé > min 
d(t) = AE ])(1+u(t)), 6(a) =0, 
Ù(t) =1+u(t), v(a) =a, v(6)=b, 
lub) < At), 


al quale si applica il Teorema 5.2.1 di [3] e si ottengono A € {0,1} e p(.), g(.) € 
W!(a,b; R") tali che, per quasi ogni #, 


0<A+ I[pllco + lIlglloo, 


p(6)=0=> p(t)=0 perogni t, 


a(0) — ALn (ty 2(0), #0) > (01 +0) — Ma (1,200), #0 Y(1 4.0) 


1 
per ogni u tale che |u| > Y(t). 

Se A=0, allora si ha 0 > max{g(t)u [|u] < r(t)} = Ni)]g(t)] e quindi g(t) = 0, 
e ciò é escluso. 

Dunque deve essere À = 1 e quindi si ha per |u| < 7(t) 


L(t,z(t), Ca +u) +70 (FO) (1+u)— L(t, 2(t), z(t)) — rO(Jz(0)]) > g(t)u 


1 
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e di qui segue 
L(t, z(t), #()) — 4(4)p(t) + r@(1z(0)]) — rIz(6)(O(12(6)]) € —2(0)A2L(t, z(t), 2(8)) 
Ora si può prendere una selezione misurabile 
p(t) e s()ALL(t,2(t),3(1)) qd. 


tale che 


Lt, 2(4), 2(1)) — s(0)p(1) + r0(1200)) — IMI) = 
t 
= g(t) = 9(0) + J i(5) ds. 


Se si pone c = g(0), É(s) = G(s), questo conclude la dimostrazione della propo- 
sizione. 

Vediamo ora come si può provare l'affermazione al punto II) di pag. 5. Dalla 
decrescenza di Ve segue Ve(a) < co pera>@Ge 


o" Ve(a) C]— 00,0]. 
Se l'affermazione al punto II) é falsa, per ogni ao > G esistono a > ao ep < 0 
tali che p e d"Ve(a). Poniamo r = —p > 0. Dalla definizione di 07 Ve(a) segue che 
esistono $ > 0 e o > 0 tali che, per ogni o’ € RR, 
(i) |a-a'|]<6> Ve(a') > Ve(a) — r(a' — a) — ala' — al?. 


Sia Ve(a) = A(z), Ag(z) <a. 
Deve essere Ag(z) = a, poiché da Ag(z) < a segue, per ogni e > 0 tale che 


Ae(z)<a—e<a, 


A(z) > Ve(As(z)) > Vela — e) > Ve(a) = A(z), 


e quindi 
0=Ve(a—e)— Vola) >re-ce >r<0. 


Se poniamo nella formula (i) a' = Ag(x) con x ET tale che 
\A@) - AI <6, 
otteniamo 
Ax) > Ve(Ae(x)) > Vela) — rIA(z) — A(2)] — o1A(2) — A(2)}?. 


Ora possiamo applicare la Proposizione 1 e ottenere c € R, £(.) € L'(a,b), p(.) € 
W! (a,b; R°) tali che 


(i) (1) e (OLL)(t,z(1), #(t)), p(t) c IuL(t, 2(t), s(t)), 
(iti) = L(t,2(0), 2(6)) — 2(0)p(6) +r9(le(0)1) — riz(Ol6(1z(0)]) — fo £(8) ds = c 
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per quasi ogni è € [a, bj. 


Dalla condizione i) di (H3) segue che esiste #’ € [a, d] che verifica le condizioni (ii), 
(iii) e la seguente 
la(t)] < k. 


Ne segue ì 
02 Nk) +7, iné [O(hu) — Jul{lu)] — max / €(5) ds. 


Se supponiamo 
p({t € [a,b] ||z(t)] > M}), M >0, 


esiste #” € [a,b] per il quale valgono le condizioni (ii), (iii) e la seguente 
|2()| > M. 
Ne segue 


t 
e <N"M) + sup (0(lul)— lld(lu)]- min  £() de. 
|u|>M a 


Poniamo 


P(t) = 0(t) — td(t), 
min VUIEO ds = 1g &(s) ds, 


a<t<b 


t ti 
max f E(s) ds = Ì É(s) ds. 
Allora si ha 
P(t) — —c0 per t — +00, 


ti b 
N (k) + r@(k) < ré(M) + J £(8) ds + N"(M) < ré(M) + J E(9)| ds + X"(M). 


Si ha poi da (H2) 
lE(8)| < KoL(s, (5), #(5)) +K1, q.d., 


/ |E(s)| ds < KoA(z) + K1(b— a) < KoME) + Ki(b—a). 


Ne segue, ponendo 
Ka = KoA(t) + Ki(b = a), 
(iv) A'(K) + r@(k) < r@(M)+ K2+A"(M). 


Dalla condizione 
li(t)] < M q.d. 


segue 


b 
da J 0(12(4)I) dé < 0(M)(b— a), 
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Dunque, se poniamo 


1 
Maro) = 30 (7) 


allora u({t € [a,b]||#(t)] > M(a0)}) > 0 e possiamo porre M = M(00) nella 
formula (iv) e passare al limite per ao — co e arrivare all’assurdo 


R3N(k)+ré@(k) — A"(00) < —c0. 
Se poniamo r=0=0 e Ve(a) = A(z), a > G, e supponiamo 

u({t € [a,b] ||z(t)] > M}), M >0, 

allora quanto detto sopra conduce alla maggiorazione 
N'(k) < A"(M) + K2 
e quindi, tenendo conto di (H3), 
M < Xx [A'(K) — K2] < 00. 
Posto K3 = A'(k) — K2, ne segue 
pu({t e [a,b] ||z()] > M}) =0, YM > A2,(K3) 

e quindi 2(t) € L°°(a,b, A") e 


Illo < AL1(K3). 


Per esporre il risultato fondamentale di [5] consideriamo le seguenti condizioni 
sul problema (P). 


(H4) C={reR"|lc|<R}=Cr, 0<R<o e 
L:[a,b)xCrxR° —R 
élocalmente lipschitziana. 
(H5) L(t,r,.) é convessa e l’insieme 
W(t,x,p)= {ue R° |pe d,L(t,,u)} 


é limitato, per ogni £, 7, p. 
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Se L verifica le condizioni (H4) e (H5), la funzione p(.) data da 

p(s) = inf{r > 0|3t,x,p,u',u":u',u' e W(t,z,p), |lu|<r,|u"|>s},s>0, 
ha le proprietà 

i) 0<p(8)<s5, p(.) é crescentee P(5) — co per s — 00, 


ii) se L(t,,.) é strettamente convessa per ogni (t,x), allora p(s) = s per ogni 
s>0. 


Consideriamo il problema 
r L(t,y(t), 9(t)) di — min 
(Piasoma) f VU) EWH(G,b;F"), 2(4)=ar, 


È ly(t)] < Aperto <t<t1, 
ly(4)] < 5 qd. 


e poniamo per ogni s>r > 0 
Ar(r,s) = inf{t1 — to |a <to <t1<b,3x(.) e Sol (apporne : 


u({t € [to,t1] ||&(t)|<r+}>0 perognie>0, 
u({t € (to, t1] [|è(t)] > 0(s) — e}) > 0 per ogni e > 0, 
to <To<T1<t1> ||î, L°°(70,71)]| < s} 
Se L verifica le condizioni (H4) e (H5) si ha 
i) Ar(r, s) é crescente su p_!(]r,+00[), 
ii) o(0(5)) >r > Ar(r,5) > 0. 


Ora possiamo enunciare il risultato fondamentale di [5], dato dal seguente teo- 
rema 


TEOREMA 3. Supponiamo che siano verificate le condizioni (H4), (H5) e le 
seguenti 


(H6) Esiste @ > 0 tale che 
L(t,2,u) > aju 


per ogni t,x,. 


(H?) Esistono x(.) e TNWL°(a,6; A") e a €]0, al tali che 


R> 20) + min{|a|, [B]}. 
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(H8) Esiste 5 > 0 tale che 


Mò , 
p(5) > aa" 


Ar(7,5)=b—_a. 


Allora si ha 
0# Sol(P) C W*°(a,b; R") 


e per ogni soluzione z(.) del problema (P) si ha 


ica <A 


Anche in questo caso per la dimostrazione in [5] viene utilizzato un ”metodo 
indiretto”, che consiste nell’applicazione di note condizioni necessarie alle soluzioni 
di opportune famiglie di problemi ausiliarii di tipo tradizionale. Prima sì ottiene 
l’esistenza di una soluzione 2(.) in W!:°°. Successivamente si prova che z(.) é anche 
soluzione in W!} e che ogni altra soluzione in W!! in realtà appartiene a wo. 


Terminiamo con due esempi. 
E5) Supponiamo soddisfatte le condizioni (H4), (H5) e la seguente 
A" (00) = —00. 


Supponiamo che sia verificata anche una delle condizioni 
a) L nondipende da t; 
b) esistono c > De g(.) € L! tali che, per ogni t,z,u, (E, n) e Or uL(t,7,u) si ha 


le < Im + g(%); 


c) posto 
H(t,x,p) = sup{pu— L(t,z,u)|ue R°}, 


esistono c > 0 e g(.) e I} tali che 
\D:H(t,x,p)| < clH(t,2,p)| +9(t) 
per ogni (t, x, p) in cui esiste la derivata D:H(t, LP). 
Allora per'ogni r > 0 esiste s- > r tale che 
Ar(r,s) = +00 per s > 5r. 
Per la dimostrazione rimandiamo a [5]. 
E6) Consideriamo la funzione localmente lipschitziana 


H:RxR" —R 


che verifica le condizioni 


i) H(t,.) é convessa e 
H(t,2) > 0(|x]), 


con @ convessa e tale che 


0(7) 
7 © perr—00; 


ii) esistono le costanti Co >0e T>0 tali che 
(04) 
H(,2)£3r +inf0(7) perle <Co, 0<t<T; 


ili) esiste una costante Ci > 0 tale che 
|D:H(t,2)| < C:(1+|H(t,,)|) 


per ogni (t, x) in cui esiste la derivata D:H(t, 2). 


Poniamo 
O-In 
J= 3 
Ir 0 


ove In rappresenta la matrice-unitéà n x n, e poniamo 
1 
L(t,x,u)=-uJr+ sup [yJu— H(t,y)]. 
2 verR2n 


Allora il problema (P), con R= C, a=0, b=T, a=0=g, ha una soluzione 
z(.) e WL°®,. 
Inoltre esiste una costante £ tale che, posto 


v(t) = z(t)+k, O<it<T, 
si ha 
Ji(t) e O.H(t,v(t)) qd. 
{ v(0) = v(T) 


Anche per questo rimandiamo a [5]. 
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